
Ðåøåíèÿ çàäàíèé 1 òóðà. 8 êëàññ

�1. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD òî÷êè M , N , P è Q ÿâëÿþòñÿ
ñåðåäèíàìè ñòîðîí AB, BC, CD è DA ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî MP =
= NQ. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè AC è BD ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ðåøåíèå. Â òðåóãîëüíèêå ABC îòðåçîê MN ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé. Ïî-
ýòîìó MN = AC/2 è MN ∥ AC. Àíàëîãè÷íî, â òðåóãîëüíèêå ADC èìååì
QP = AC/2 è QP ∥ AC. Ñëåäîâàòåëüíî, MN = QP è MN ∥ QP . Ïîýòîìó
÷åòûðåõóãîëüíèê MNPQ ïàðàëëåëîãðàìì. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè â ïàðàëëåëî-
ãðàììå äèàãîíàëè ðàâíû, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê� ïðÿìîóãîëüíèê. Çíà-
÷èò, MNPQ�ïðÿìîóãîëüíèê, ïîýòîìó ∠MNP = 90◦. À òàê êàê MN ∥ AC
è NP ∥ BD, òî óãîë ìåæäó MN è NP òàêîé æå, ÷òî è óãîë ìåæäó AC è
BD. Ïîýòîìó óãîë ìåæäó AC è BD ðàâåí 90◦, òî åñòü îíè ïåðïåíäèêóëÿðû.

Ðèñ. 1

�2. Äàíà ñåò÷àòàÿ òàáëèöà 9×7, â êîòîðîé îäíà êëåòêà çàêðà-
øåíà (ñì. ðèñ. 1). Ñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû êîòîðîãî
èäóò ïî ëèíèÿì ñåòêè, ñîäåðæàò ýòó çàêðàøåííóþ êëåòêó?

Îòâåò. 360 ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Ðåøåíèå. Ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê îïðåäåëÿåòñÿ óãëîâûìè (âîç-
ìîæíî ñîâïàäàþùèìè) êëåòêàìè: âåðõíèì ëåâûì óãëîì è íèæ-
íèì ïðàâûì óãëîì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âûáðàâ ýòè óãëîâûå êëåòêè, ìû âûáèðàåì
îäèí ïðÿìîóãîëüíèê.

Ðèñ. 2

Ðàçäåëèì íàø ïðÿìîóãîëüíèê íà äâå ïðÿ-
ìîóãîëüíûå îáëàñòè (ñì. ðèñ. 2). Â ïåðâîé
îáëàñòè ñîäåðæèòñÿ 30 êëåòîê, âî âòîðîé�
12. Åñëè â êà÷åñòâå âåðõíåé ëåâîé óãëîâîé
êëåòêè âûáåðåì êëåòêó èç ïåðâîé îáëàñòè,
òî, ÷òîáû èñêîìûé ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæàë
çàêðàøåííóþ êëåòêó, íèæíèé ïðàâûé óãîë
ïðèäåòñÿ âûáðàòü èç âòîðîé îáëàñòè. Òîãäà âñåãî ÷èñëî âûáîðà áóäåò ðàâíî
30 · 12 = 360.

�3. Ïóñòü x, y, z �ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî: x2+xy2+
+ xyz2 ⩾ 4xyz − 4.

Ðåøåíèå. Âåðíîå íåðàâåíñòâî (x − 2)2 ⩾ 0 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó x2 ⩾
⩾ 4x− 4. Àíàëîãè÷íî, y2 ⩾ 4y − 4 è z2 ⩾ 4z − 4. Òîãäà

x2 + xy2 + xyz2 ⩾ (4x− 4) + x(4y − 4) + xy(4z − 4) = 4xyz − 4.

�4. Íàáîð ÷èñåë a1, a2, . . ., an ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë 1, 2, . . ., n â
êàêîì-òî ïîðÿäêå. Äëÿ êàêîãî íàòóðàëüíîãî n âîçìîæíî òàêîå, ÷òî ÷èñëà

0, a1, a1 + a2, . . . , a1 + a2 + a3 + . . .+ an

äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n+ 1?

Îòâåò. Äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë n.

Ðåøåíèå. Åñëè n�÷¼òíîå ÷èñëî, òî ñóììà

S = a1 + a2 + . . .+ an = 1 + 2 + . . .+ n =
n

2
· (n+ 1)

äåëèòñÿ íà n+1, òàê êàê n
2 öåëîå ÷èñëî, òî åñòü S äà¼ò îñòàòîê 0 ïðè äåëåíèè

íà n+ 1. Íî ïî óñëîâèþ çàäà÷è, S íå äîëæåí äàâàòü îñòàòîê 0, òàê êàê ýòîò
îñòàòîê óæå âñòðå÷àåòñÿ â ñàìîì íà÷àëå (ïåðåä a1). Ñëåäîâàòåëüíî, n íå
ìîæåò áûòü ÷¼òíûì ÷èñëîì.
Ïóñòü n�íå÷¼òíîå ÷èñëî. Ïîêàæåì ïðèìåð ïåðåñòàíîâêè a1, a2, . . . , an ÷è-

ñåë 1, 2, . . . , n, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.
Ïóñòü n = 2k + 1 äëÿ íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà k. Ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1, 2k, 3, 2k − 2, 5, 2k − 3, . . . , 2, 2k + 1, (∗)

ïîñòðîåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ âñåõ 1 ⩽ i ⩽ 2k + 1{
ai = i, åñëè i íå÷¼òíî,
ai = 2k + 2− i, åñëè i ÷¼òíî.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (∗) ñîäåðæèò ðîâíî 2k + 1 ÷èñåë, è êàæäîå èç
÷èñåë 1, 2, . . . , 2k + 1 âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
êàæäîãî íå÷¼òíîãî ÷èñëà m èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 2k+1}, âûïîëíåíî am =
= m, à äëÿ êàæäîãî ÷¼òíîãî ÷èñëà m, âûïîëíåíî a2k+2−m = 2k + 2 − (2k +
+ 2−m) = m.
Òåïåðü áóäåì îïðåäåëèì îñòàòêè a1 + a2 + . . .+ am (mod 2k + 2).
Ïóñòü bm = a1 + a2 . . .+ am. Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè ñëó÷àè.
Ñëó÷àé 1: m íå÷¼òíî. Òîãäà a1 ≡ 1 (mod 2k + 2), a2 + a3 = a4 + a5 = . . . =

= a2k+ a2k+1 = 2k + 3 ≡ 1 (mod 2k + 2). Ïîýòîìó,

{b1, b3, . . . , b2k+1} ≡ {1, 2, 3, . . . , k + 1} (mod 2k + 2).

Ñëó÷àé 2: m ÷¼òíî. Òîãäà a1+a2 = a3+a4 = . . . = a2k−1+a2k = 2k+1 ≡ −1
(mod 2k + 2). Ïîýòîìó,

{b2, b4, . . . , b2k} = {−1,−2, . . . ,−k} ≡ {2k + 1, 2k, . . . , k + 2} (mod 2k + 2).

Ñëåäîâàòåëüíî, b1, b2, . . . , b2k+1 èìåþò ðàçíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà
2k + 2. Ýòî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.



Ðåøåíèÿ çàäàíèé 2 òóðà. 8 êëàññ

�5. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå PQRS äàíû äëèíû ñòîðîí: PQ = 40,
PS = 60 è RS = 20. Íàéäèòå çíà÷åíèå ∠QRS, åñëè ∠QPS = ∠RSP = 60◦.

Îòâåò. ∠QRS = 150◦

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí PQ è SR ïåðåñåêàåòñÿ â òî÷êå A.
Òîãäà △AQS ðàâíîñòîðîííèé, ïîýòîìó AQ = 20 è AR = 40. Ïóñòü B �
ñåðåäèíà îòðåçêà AR. Òîãäà è △AQB òàêæå ðàâíîñòîðîííèé, à △QBR ðàâ-
íîáåäðåííûé, ñ óãëîì 120◦ ïðè âåðøèíå B. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠BRQ = 30◦,
∠QRS = 180◦ − ∠BRQ = 150◦.
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Ðèñ. 3

�6. ¾Íàáîðîì ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé¿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íàçîâ¼ì
âñå åãî ïðîñòûå äåëèòåëè, ïåðå÷èñëåííûå áåç ïîâòîðåíèé. Íàïðèìåð, ó ÷èñëà
40 ¾íàáîð ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé¿� ýòî 2 è 5. Äàíû äâà ÷èñëà A =
= 2k − 2 è B = 2k · A, ãäå k ⩾ 2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà A + 1 è B + 1 èìåþò
îäèí è òîò æå ¾íàáîð ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé¿.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî B+1 = 2k(2k−2)+1 = (2k−1)2 = (A+1)2. Ïîýòîìó,
åñëè ÷èñëî A+ 1 äåëèòñÿ íà êàêîé íèáóäü ïðîñòîé äåëèòåëü p, òî ÷èñëî B +
+ 1 = (A + 1)2 òàêæå äåëèòñÿ íà ýòî ïðîñòîå ÷èñëî p. Òàêæå ðàáîòàåò â
îáðàòíóþ ñòîðîíó: åñëè ó ÷èñëà B+1 åñòü êàêîé íèáóäü ïðîñòîé äåëèòåëü q,

òî B + 1 = (A + 1)2
...q, òî åñòü (A + 1)

...q. Ýòî æå îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà A + 1 è
B + 1 èìåþò îäèí è òîò æå ¾íàáîð¿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

�7. Íàéäèòå âñå òðîéêè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñèñòåìå óðàâíåíèé:  xy = z − x− y,

xz = y − x− z,
yz = x− y − z.

Îòâåò. (−2, 0,−2), (−2,−2, 0), (0, 0, 0), (0,−2,−2) è (−1,−1,−1).

Ïåðâîå ðåøåíèå. Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
xy − xz = 2z − 2y, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

(x+ 2)(y − z) = 0. (1)

Èç (1) ñëåäóåò ëèáî x = −2 ëèáî z = y.

Åñëè x = −2, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì −2y = z+2− y, èëè òî æå
ñàìîå y+ z = −2. Ïîäñòàâèâ x = −2, y+ z = −2 â òðåòüå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì
yz = −2−(−2) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èëè y èëè z ðàâåí 0, ïîýòîìó ïðè x = −2,
ïîëó÷èì ðåøåíèÿ (−2, 0,−2) è (−2,−2, 0).
Åñëè z = y, òî ïåðâîå óðàâíåíèå äàñò ðàâåíñòâî xy = −x, èëè òî æå ñàìîå

x(y + 1) = 0. Åñëè x = 0 è z = y, òî èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì y2 = −
−2y, îòêóäà y = 0 èëè y = −2. Åñëè y = −1 è z = y = −1, òî èç òðåòüåãî
óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì x = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè y = z, ïîëó÷èì òðè ðåøåíèÿ
(0, 0, 0), (0,−2,−2) è (−1,−1,−1)
Â ðåçóëüòàòå ðàññìîòðåíèÿ ýòèõ ñëó÷àåâ, ïîëó÷èì âñåãî 5 ðåøåíèé:

(−2, 0,−2), (−2,−2, 0), (0, 0, 0), (0,−2,−2), (−1,−1,−1).

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðèáàâèâ â êàæäóþ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïî x, ïî-
ëó÷èì

x(y + 1) = z − y = (z + 1)− (y + 1) ⇒ (x+ 1)(y + 1) = z + 1.

Òå æå äåéñòâèÿ ïðîäåëàåì ñî âòîðûì è òðåòüèì óðàâíåíèÿìè. Ïîñëå, ñäåëàâ
çàìåíó a = x+ 1, b = y + 1, c = z + 1, ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó ab = c,

ac = b,
bc = a.

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a, b, c ðàâíî 0, òî è îñòàëüíûå ðàâíû 0, òî åñòü
(a, b, c) = (0, 0, 0).
Ïóñòü íè îäíî èç a, b, c íå ðàâíî 0. Ïîäñòàâèâ c = ab âî âòîðîå è òðåòüå

óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì a2b = b è b2a = a ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, a2 = 1,
b2 = 1 (òàê êàê a, b íåíóëåâûå ÷èñëà). Êîìáèíàöèÿ ýòèõ ñëó÷àåâ äà¼ò åùå 4
ðåøåíèÿ: (a, b, c) = (1, 1, 1), (1,−1,−1), (−1, 1,−1) è (−1,−1, 1). Â ïåðåìåííûõ
x, y, z ýòî è åñòü îòâåòû èç ïåðâîãî ðåøåíèÿ.

�8. Äàíî ìíîæåñòâî M = {1, 2, . . . , 9}. Ïóñòü S �ïîäìíîæåñòâî M òàêîå,
÷òî ñóììû âî âñåõ ïàðàõ ÷èñåë èç S ðàçëè÷íû. Íàïðèìåð, â ïîäìíîæåñòâå
{1, 2, 3, 5} íåò ïàðû ÷èñåë ñ îäèíàêîâîé ñóììîé è òàêîå ïîäõîäèò, à â ïîäìíî-
æåñòâå {1, 2, 3, 4, 5} íàéäóòñÿ äâå ïàðû ñ îäèíàêîâîé ñóììîé (1+ 4 = 2+3) è
òàêîå íå ïîäõîäèò. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü â S?
Íàïîìèíàåì, ÷òî â ëþáîì ìíîæåñòâå íå äîëæíî áûòü îäèíàêîâûõ ÷èñåë.

Îòâåò. 5. Ïðèìåð êàêîãî ìíîæåñòâà: S = {1, 2, 3, 5, 8}.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî S, ìíîæåñòâà M , ñî-
äåðæèò 6 ýëåìåíòîâ òàêèõ, ÷òî âñå ïîïàðíûå ñóììû ðàçëè÷íû. Íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ñóììû äâóõ ýëåìåíòîâ S ðàâíî 1 + 2 = 3, à íàèáîëüøåå ðàâíî 8 +
+9 = 17. Ïîýòîìó ïîïàðíûå ñóììû ïðèíèìàþò 15 çíà÷åíèé: îò 3 äî 17. Â òî



æå âðåìÿ, èç S ìîæíî îáðàçîâàòü C2
6 = 15 ïîïàðíûõ ñóìì. Ñëåäîâàòåëüíî,

â ýòèõ ñóììàõ ÷èñëà 3, . . . , 17 âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Íî ñóììó 3
äàþò òîëüêî ÷èñëà èç {1, 2}, à ñóììó 17 òîëüêî ÷èñëà {8, 9}. Ïîýòîìó ÷èñëà
1, 2, 8, 9 äîëæíû áûòü â S. Íî 1+9 = 2+8, ÷òî óæå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, S ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå 5 ýëåìåíòîâ.

Âòîðîå ðåøåíèå. Òàêæå, êàê è â ïåðâîì ðåøåíèé, ïðåäïîëîæèì, ÷òî S
ñîäåðæèò 6 ýëåìåíòîâ a1 < a2 < . . . < a6.
Ïîñêîëüêó a1 + a6 ̸= a2 + a5, òî a6 − a5 ̸= a2 − a1. Àíàëîãè÷íî, a6 − a5 ̸=

̸= a4 − a3 è a4 − a3 ̸= a2 − a1. Ýòè òðè ðàçíîñòè äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè
ïîëîæèòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè, ïîýòîìó

(a6 − a5) + (a4 − a3) + (a2 − a1) ⩾ 1 + 2 + 3 = 6.

Àíàëîãè÷íî, a3 − a2 ̸= a5 − a4, ïîýòîìó

(a3 − a2) + (a5 − a4) ⩾ 1 + 2 = 3.

Ñëîæèâ äâå âûøåóêàçàííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

a6 − a5 + a5 − a4 + a4 − a3 + a3 − a2 + a2 − a1 ⩾ 6 + 3 = 9

òî åñòü a6 − a1 ⩾ 9. Çäåñü óæå åñòü ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò S
ëåæèò ìåæäó 1 è 9, ïîýòîìó ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ íå áîëüøå 8.


