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�1. ×èñëà îò 1 äî 2022 âûïèñàëè â ñòðî÷êó, è ïåðåä êàæäûì ïîñòàâèëè
çâåçäî÷êó. Ïîëó÷èëîñü ∗1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ . . . ∗ 2022. Äâà ó÷åíèêà èãðàþò â èãðó.
Èãðó íà÷èíàåò ïåðâûé èãðîê, äàëåå õîäÿò ïî î÷åðåäè. Êàæäûé íà ñâîåì
õîäó ìåíÿåò çâåçäî÷êó íà çíàê ïëþñ èëè ìèíóñ. Ïîñëå òîãî, êàê çâåçäî÷åê íå
îñòàíåòñÿ íà äîñêå, ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ðåçóëüòàò. Åñëè îí ÷¼òåí, òî âûèãðûâàåò
ïåðâûé èãðîê, à åñëè íå÷¼òåí � òî âòîðîé. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé
èãðå � ïåðâûé èëè âòîðîé?

Îòâåò. Âûèãðàåò âòîðîé èãðîê.

Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî âûïèñàííûõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë ðàâíî 1011, òî åñòü
íå÷¼òíî. Òàê êàê íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî íå÷åòíûõ ÷èñåë â ñóììå äàþò íå÷åòíîå
÷èñëî, òî ÷¼òíîñòü ðåçóëüòàòà íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè ïëþñîâ è ìèíóñîâ,
à çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà íå÷¼òíûõ ÷èñåë â ïåðâîíà÷àëüíîì íàáîðå.
Â íàøåì ñëó÷àå ëþáàÿ ñóììà áóäåò íå÷¼òíà. Çíà÷èò, íåçàâèñèìî îò õîäîâ
èãðîêîâ, âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê.

�2. Èç öèôð ¾0¿, ¾1¿, ¾2¿, ¾3¿ ñîñòàâèëè âñå ÷åòûðåõçíà÷íûå ÷èñëà è âûïè-
ñàëè èõ â ðÿä â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (îäíà öèôðà ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ íåñêîëü-
êî ðàç â îäíîì ÷èñëå). Êàêîå ÷èñëî â ðÿäó áóäåò ñòîÿòü íà 99-îì ìåñòå?

Îòâåò. 2202.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ¾0¿ íå ìîæåò ñòîÿòü â íà÷àëå, òî âñåãî òàêèõ ÷èñåë 3·4·4·
·4 = 192. Ïåðâûå 64 ýòî ÷èñëà, ó êîòîðûõ öèôðà ¾1¿ ïåðâàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ó ñëåäóþùèõ 64 ÷èñåë öèôðà ¾2¿ áóäåò âíà÷àëå.

×èñåë âèäà 20 ∗ ∗ ðîâíî 16 (1 · 1 · 4 · 4 = 16).

×èñåë âèäà 21 ∗ ∗ ðîâíî 16 (1 · 1 · 4 · 4 = 16).

Ýòî óæå ïåðâûå 96 ÷èñåë (64 + 16 + 16 = 96).

Çíà÷èò, ÷èñëî 2200� 97-îå, ÷èñëî 2201� 98-îå, ÷èñëî 2202� 99-îå.

�3. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x, y è z òàêîâû, ÷òî x + y = xy
2 , y + z = yz

3 è

z + x = zx
4 . Íàéäèòå çíà÷åíèå z, åñëè xyz > 0.

Îòâåò. z = 24.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî íè îäíî èç ÷èñåë íå ðàâíî 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
x = 0, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò y = 0, à èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ�
z = 0. Íî xyz > 0. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ äðóãèå ñëó÷àè. Ñîñòàâèì
ñèñòåìó èç òðåõ äàííûõ óðàâíåíèé è ïðåîáðàçóåì å¼:
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�4. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèê ABC, AB = AC. Òî÷êà D� îñíîâàíèå
âûñîòû îïóùåííîãî èç âåðøèíû B íà CA, à òî÷êà E � îñíîâàíèå ïåðïåí-
äèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè D íà BC. Èçâåñòíî, ÷òî BC = AB + AD.
Äîêàæèòå, ÷òî BE = CD.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ED ïåðåñåêàåò ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû BA â òî÷êå F . Òîãäà
∠AFD = 90◦ − ∠ABC = 90◦ − ACB = ∠CDE = ∠ADF . Ñëåäîâàòåëüíî,
AF = AD, îòêóäà BC = AB + AD = BF . Òàê êàê ∠BDC = 90◦ = ∠BEF è
∠BCD = ∠FBE, òî òðåóãîëüíèêè BCD è FBE ðàâíû. Ïîýòîìó CD = BE.

Ðèñ. 1
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�5. Ïðÿìîóãîëüíèê ðàçáèëè äâóìÿ ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè åãî ñòîðîíàì,
íà ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà. Îäèí èç íèõ îêàçàëñÿ êâàäðàòîì, à ïåðèìåòðû
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîñåäíèõ ñ íèì ïî ñòîðîíå, ðàâíû 20 ñì è 22 ñì. Íàéäèòå
ïëîùàäü èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.

Îòâåò. 110 ñì2.
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Ðèñ. 2

Ðåøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.
Âûðàçèì ïîëîâèíû ïåðèìåòðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, óêàçàí-
íûõ â óñëîâèè: a + x = 10 è b + x = 11. Òîãäà ïëîùàäü
èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà (a+ x)(b+ x) = 110 (ñì2).

�6. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå PQRS äàíû äëèíû ñòî-
ðîí: PQ = 40, PS = 60 è RS = 20. Íàéäèòå çíà÷åíèå ∠QRS,
åñëè ∠QPS = ∠RSP = 60◦.

Îòâåò. ∠QRS = 150◦

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí PQ è SR ïåðåñåêàåòñÿ â òî÷êå A.
Òîãäà △AQS ðàâíîñòîðîííèé, ïîýòîìó AQ = 20 è AR = 40. Ïóñòü B �
ñåðåäèíà îòðåçêà AR. Òîãäà è △AQB òàêæå ðàâíîñòîðîííèé, à △QBR ðàâ-
íîáåäðåííûé, ñ óãëîì 120◦ ïðè âåðøèíå B. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠BRQ = 30◦,
∠QRS = 180◦ − ∠BRQ = 150◦.
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�7. ×åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ õîðîøèì, åñëè â åãî çàïèñè íàéäóòñÿ
òðè ðàçëè÷íûå öèôðû èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2, 3}, à ÷åòâåðòàÿ öèôðà, åñëè îíà
îòëè÷íà îò òðåõ ïðåäûäóùèõ, íå èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, ÷èñëà 1024,
2100 � õîðîøèå, à ÷èñëà 1023, 2128 íå ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè. Íàéäèòå îáùåå
êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ÷èñåë.

Îòâåò. 576.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàéäåì âñåâîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ñîñòàâëåíèÿ
÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ çàäà÷è, à çàòåì âû-
÷òåì êîëè÷åñòâî òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà 0 íàõîäèòñÿ â ðàçðÿäå òûñÿ÷.

Åñëè âñå ÷åòûðå öèôðû ðàçíûå, òî âûáèðàåì òðè öèôðû èç íàáîðà 0, 1, 2,
3 è âûáèðàåì îäíó öèôðó èç 4, 5, 6, 7, 8 è 9, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî 4 · 6 · 4 ·
· 3 · 2 · 1 = 576 ñïîñîáîâ. Òåïåðü âû÷òåì ñëó÷àè, êîãäà 0 íàõîäèòñÿ â ðàçðÿäå

òûñÿ÷: åñëè ýòî òàê, òî äâå öèôðû äîëæíû áûòü âûáðàíû èç 1, 2 èëè 3, à
òðåòüÿ öèôðà äîëæíà áûòü èç 4, 5, 6, 7, 8 è 9, ïîýòîìó âñåãî 3 ·6 ·3 ·2 ·1 = 108
÷èñåë, êîãäà öèôðà òûñÿ÷ ðàâíà 0.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èìååò ìåñòî ìíîãîêðàòíîå èñïîëüçîâàíèå

öèôð. Âûáåðåì òðè öèôðû èç 0, 1, 2 èëè 3, ãäå îäíà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
äâàæäû, à äâå äðóãèå � îäèí ðàç. Ó íàñ åñòü 4 ñïîñîáà âûáðàòü ïîâòîðÿþùó-
þñÿ öèôðó è 3 ñïîñîáà âûáðàòü äâå äðóãèå öèôðû, êîòîðûå áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ
îäèí ðàç. Åñòü 12 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü âûáðàííûå ÷èñëà â 4-çíà÷íûå ÷èñëà.
Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ 12 ·12 = 144 ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà. Çà-
òåì, ìû ñíîâà âû÷òåì êîëè÷åñòâî, â êîòîðîì 0 áóäåò ñòîÿòü â ðàçðÿäå òûñÿ÷,
÷òî ñîñòàâëÿåò ÷åòâåðòü ñëó÷àåâ, ñëåäîâàòåëüíî, 36 ñïîñîáîâ.
Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ðàâíî 576− 108 + 144− 36 = 576 ñïîñîáîâ.

�8. Íàéäèòå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî n3+10 äåëèòñÿ íà
÷èñëî n+ 10.

Îòâåò. 980.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî n3+10 = n3+1000−990 = (n+10)(n2−10n+100)−
− 990. Ïîýòîìó, åñëè n3+10 äåëèòñÿ íà n+10, òî è ÷èñëî 990 òàêæå äåëèòñÿ
íà n+ 10. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå n ðàâíî 980.


